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I. Einleitung

1. Motivation und Uberblick

Im Alltagsgebrauch versteht man unter dem Begriff der ,Dualitit* oftmals eine ,enge
Beziehung zwischen zwei Objekten®. Innerhalb der Mathematik existieren verschiede-
ne nicht dquivalente Dualitatsbegriffe z.B. in der Linearen Algebra, der Geometrie, der
Matroidtheorie und der Logik. In diesem Skript werden wir die Dualitdt der Vektorrau-
me studieren und veranschaulichen. Einleitend dazu befassen wir uns in den Prélimi-
narien mit grundlegenden Eigenschaften linearer Abbildungen, Homomorphismen und
Darstellungmatrizen. Allerdings beschranken wir uns dabei auf das fiir unsere Zwecke
Notwendige, weshalb wir Kentnisse iiber Vektorrdume, Basen, lineare Abbildungen und
Matrizen auch voraussetzen.

Im dritten und letzten Kapitel erklaren wir, was wir unter einem Dualraum zu ver-
stehen haben. Daneben zeigen wir erste Eigenschaften auf und veranschaulichen die Zu-
sammenhénge mit ausfiihrlich dargelegten Beispielen. Insbesondere der Zusammenhang
eines Dualraumes zu Matrizen werden wir beleuchten und hervorheben. Z.B. werden
wir die Konstruktion einer dualen Basis in einem Beispiel durchspielen. Abschliefsend
untersuchen wir noch Bidualrdume, um festzustellen, dass diese in natiirlicher Weise mit
dem Ausgangsvektorraum korrespondieren und daher oft mit diesen identifiziert werden.

Es gibt viele Biicher zur ,Linearen Algebra“, ein m.E. ausgezeichnetes Exemplar ist
[1]. Dort findet man eine fundierte Einfiihrung fiir die bendtigten Grundlagen. Das
Vorlesungs-Skript [3] ist ebenfalls ein sehr gut gelungenes Werk, dort werden auch Dual-
rdume in einer dhnlichen Art und Weise vorgestellt. Ein sehr populdres Werk ist das von
BEUTELSPACHER verfasste Buch [2] auf das wir auch verweisen werden.

2. Notation und Konventionen

Durch N = {1,2,3,...} seien die natiirlichen Zahlen bezeichnet und entsprechend sei
Ny := Nu 0. Fiir die ersten n natiirlichen Zahlen reservieren wir das Symbol N, :=
{1,...,n}. Weiter sei K stets ein Korper und V bzw. W stellen Vektorrdume iiber
dem Korper K dar. Ist n € N eine natiirliche Zahl, so notieren wir mit dim(V') = n die
Dimension des K-Vektorraums, d.h. eine jede Basis von V' besitzt genau n Basisvektoren.
Mit K™ schreiben wir den n-dimensionalen K-Vektorraum, der mit Hilfe des n-fachen
kartesischen Produktes gebildet wird. Einen (n - 1)-dimensionalen K-Untervektorraum
eines n-dimensionalen K-Vektorraumes nennen wir Hyperebene. Den Vektorraum der
(m xn)-Matrizen notieren wir durch M,,,(K) und ist A € M,,,,(K) eine (m xn)-Matrix,
so bezeichnen wir die Transponierte von A mit AT € M,,,,(K).



II. Praliminarien

1. Homomorphismenriume

In der Linearen Algebra werden neben den Eigenschaften eines K-Vektorraums V' vor
allem die Beziehungen zwischen zwei K-Vektorrdumen V' und W untersucht. Um fest-
stellen zu konnen, ob zwei K-Vektorrdume ,im wesentlichen gleich“ sind, interessiert
man sich insbesondere fiir strukturerhaltende Abbildungen.

I1.1.1 Definition: Seien V und W K-Vektorraume.
1. Eine Abbildung f:V — W heifst lineare Abbildung, wenn die Gleichungen

flo+w) = f(v)+ f(w) (Additivitit)
flk-v)=kf(v) (Homogenitét)

fiir alle v,w € V und alle k € K erfiillt sind. Lineare Abbildungen bezeichnet man
auch oft als Vektorraum-Homomorphismus oder kurz als Homomorphis-
mus.

2. Sei f:V — W eine lineare Abbildung, so nennen wir die Menge
Kern(f)={veV | f(v)=0} cV
den Kern von f. Hingegen bezeichnen wir die Menge
Bild(f):={ weW | JveV mit f(v)=w} cW

als Bild von f.

Da eine lineare Abbildung f: V — W Strukturinformationen (die Linearitit) auf ihr
Bild iibertrégt, ist Bild(f) ebenfalls ein K-Vektorraum.

I1.1.2 Definition: Seien V und W Vektorrdume iiber einem Korper K. Die Menge
Homg (V,W):={f:V - W]| f ist linear }

heifst Homomorphismenraum von V nach W iiber K. Anstatt Hom g (V, W) schreiben
wir auch Hom(V, W).

Definieren wir auf Hom(V, W) geeignete Operationen, so zeigt sich, dass der Raum
der Homomorphismen selbst eine Vektorraumstruktur besitzt. Dazu miissen wir eine
Vektoraddition und eine Skalarmultiplikation erklaren.



Praliminarien

Beachten Sie, dass im nichsten Satz das Summensymbol + in zweifacher Bedeutung
vorkommt. Zum Einen wird es fiir die Homomorphismensumme und zum Anderen fiir die
Summe zweier Korperelemente verwendet. Im Kontext ist jedoch stets klar, was gemeint
ist.

I1.1.3 Satz: Seien V und W je ein K-Vektorraum und v € V, k € K sowie ¢, ¢ ¢
Hompg (V, W) Elemente des Homomorphismenraumes. Die Menge der K-Vektorraum-
Homomorphismen Homg (V, W) zusammen mit der Addition

+: Hom(V, W) x Hom(V, W) - Hom(V, W) und dem Skalarprodukt
-+ K xHom(V,W) - Hom(V, W)

definiert durch

(0 +¢)(v) = 1(v) + ¢(v), (IL1)
(k-0)(v) = k(v) (IL.2)

ist ein K-Vektorraum.

Beweis. Die Summe (1) + ¢) zweier Vektorraum-Homomorphismen 1, ¢ € Hom(V, W)
ist ebenfalls ein Element aus Homg (V, W) und somit eine lineare Abbiludng. Fiir alle
v,weV und k € K sind die Gleichungen

(0 +0)(v+w) = (v +w) + ¢(v+w) =P(v) + P(w) + d(v) + d(w)
= P(v) + 9(v) + p(w) + p(w) = (P + @) (v) + (¢ + ¢) (w)
(V0 + @) (kv) = (kv) + ¢(kv) = k((v) + ¢(v)) = k- (¥ + $)(v)

erfiillt, d.h. (¢ +¢) € Homg (V,W). Beachten Sie bei obigen Gleichungen die Eigenschaf-
ten des zu Grunde gelegten Korpers, z.B. die Kommutativitét.

Beim Skalarprodukt miissen wir zeigen, dass k - fiir alle ¢ € Homg (V, W) wieder
ein Homomorphismus und damit eine lineare Abbildung ist. Wir erhalten die in diesem
Beweis erklirte Notation aufrecht und definieren weiter A € K, dann gelten

(k- ) (v +w) = k(v +w) = k((v) + Y(w)) = kp(v) + kb (w) = (k- ) (v) + (k- ) (w)
(k-9)(Av) = kp(Av) = kA (v) = Mk - ) (v),
weshalb auch (k- ) Element von Homg (V,W). Das Nullelement der Addition zweier

Homomorphismen ist die Nullfunktion 0(v) := 0 fiir alle v € V' und zu vorgegebenem
Homomorphismus ¢ € Homg (V, W) ist ((-1)-¢) : V - W das additive Inverse, da

(1)) (v) +¥(v) = (D) (v) +¥(v) =¢(v) - (v) =0 (VveV)

gilt. Die Kommutativitit der Addition zweier Homomorphismen folgt aufgrund der De-
finitionen aus der Kommutativitit des darunter liegenden Koérpers K.
Die restlichen Axiome folgen ebenfalls durch ,Nachrechnen®. O]

I1.1.4 Definition: Sei Homg (V, V') der Homomorphismenraum zweier K-Vektorrdume
V und W.
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1. Fir V = W heift Homg(V,V) der Endomorphismenraum und wir notieren
diesen mit Endg (V).

2. Autg (V) € Endg (V) entspricht der Menge aller bijektiven Endomorphismen und
wird als Automorphismenraum bezeichnet.

Setzen wir den Fokus auf die Untersuchung der abelschen Gruppe des Vektorrau-
mes Autg(V), so verwenden wir die Notation GLg (V') := (V,+) und bezeichnen es
als allgemeine lineare Gruppe von V iiber K. Die Addition zweier Vektorraum-
Endomorphismen ist in folgendem Sinne vertriaglich mit der Komposition dieser Funk-
tionen. Sind ¢, ¢, m € Endg(V'), dann gilt

(b+d)om=(dom)+(¢od)

Dies zeigt, dass die Endomorphismengruppe Endg (V') eines Vektorraums V' sogar
einen Ring (Endg(V'),+,0) bildet.

I1.1.5 Definition: Der Ring (Endg (1), +, o) heift Endomorphismenring von V iiber
K. Die Gruppe der Einheiten des Ringes Endg (V') bezeichnet man durch GLg (V).

Die Einheitengruppe GL(V') dieses Ringes besteht dann aus allen invertierbaren Vektorraum-
Homomorphismen (bijektiven linearen Selbstabbildungen) von V.

2. Lineare Abbildungen und Matrizen

Jedem Vektorraum-Homomorphismus f € Homg (V, W) kénnen wir eine (m x n)-Matrix

eineindeutig zuordnen. D.h. es existiert ein Isomorphismus zwischen Homg (V, W) und
der Menge aller (m x n)-Matrizen M,, ,,(K) iiber K.

Seien V' ein n- und W ein m-dimensionaler K-Vektorraum und B = (by,...,b,) bzw.
C:=(c1,...,¢y) Basen von V bzw. W. Die lineare Abbildung f:V — W verschliisselt
in sich die strukturelle Ahnlichkeit beider Vektorriumen. Da Basen die elementaren
Bausteine eines Vektorraumes sind, untersuchen wir die Gleichungen

f(bl) = ]{?1101 + ]{?2162 +...+ k‘mlcm
f(bg) = /<:1201 + k2202 + ...+ kmgcm
f(b]) = kljcl + ijCQ +...+ kmjcm

f(bn) = klncl + k’ngg + ...+ kmncm (DA)

Das Bild unter f des Basisvektors b; von V' wird als Linearkombination der Basisvektoren
C von W dargestellt. Da f jeden Vektor aus V' abbildet und C' eine Basis von W ist,
existiert eine derartige Linearkombination fiir jeden der Basisvektoren aus B. In den n
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Bildern von f(b;) werden demnach n-m Koérperelemente k;; eindeutig iiber die lineare
Abbildung definiert, welche wir in der Matrix

kll k12 kln
k k con kop
pMe(fy=| P R R
ki km2 .. kmn

so zusammenfassen, dass die Koeffizienten £;; mit ¢ € N,,, der Linearkombinationen von
f(b;) in der j-ten Spalte enthalten sind.

I1.2.1 Definition: Seien f: V — W eine lineare Abbildung zwischen den K-Vektorrdumen
V und W mit dim(V') = n bzw. dim(W') = m. Fixieren wir zwei Basen B bzw. C' von V'
bzw. W, dann heift die Matrix sMc(f) eine Darstellungsmatrix der linearen Abbi-
lung f beziiglich der Basen B und C.

Mit Hilfe der Darstellungsmatrix weisen wir jedem Vektorraum-Homomorphismus und
somit je einem Vektorraumpaar V und W, mit festgehaltenen Basen B und C, eine Ma-
trix pMc(f) zu.

Formal definieren wir dadurch eine lineare Abbildung p M¢ : Hom g (V, W) - M,,,,(K)
zwischen K-Vektorrdumen mit

[ Mc(f). (ISO)

Im néchsten Beispiel wird deutlich, dass die Basenwahl elementar fiir die Bestimmung
der Darstellungsmatrix ist.

I1.2.2 Beispiel: Sei f:R? - R? definiert durch
v\ 201 + Uy
V2 V1 + 5U2 .
a) Seien B:=C:=((1,0)7,(0,1)7) Basen von R2?, dann sind
1 2 1 0
/(o)1)= (o))
0 1 1 0
ORORIORIY

und somit  gMc(f) = ? é)

b) Seien nun B:=((1,0)7,(0,1)7) und C:= ((2,1)7,(1,5)T), dann sind
1 2 2 1
/(o) () ()0 )
0 1 2 1
6)- ) () )

und somit  gMc(f) = L O).
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¢) Seien nun B :=((1,0)7,(0,1)7) und C:=((1,0)",(1,1)7), dann sind
1 2 1 1
f(o)- () (o))
0 1 1 1
()-6)- )= ()

und somit pMc(f) = i _54).

Gehen wir den umgekehrten Weg, so kénnen wir jeder Matrix A € M,,,(K) nach Ba-
senwahl eine lineare Abbildung f:V — W zuweisen, so dass A die Darstellungsmatrix
von f ist.

Dazu wihlen wir Basen B = (by,...,b,) bzw. C = (c1,...,¢n) von V bzw. W und
interpretieren die Elemente der Matrix

kll k?lg R l{fln
kml km2 cen kmn

als diejenigen Korperelemente der Linearkombinationen der Gleichungen (DA)). Wir set-
zen also

BfA(bj) = Z k'ijcz' = kljcl + ijCQ + ...+ kmjcm, (k’LJ € K, j € Nn)
i=1

Da eine lineare Abbilung vollstdndig durch die Bilder seiner Basen (vgl. [2], Abschnitt
5.1) beschrieben ist, haben wir dadurch eine lineare Abbildung g : V' — W vollsténdig
beschrieben.

Auch in diesem Fall wird formal ein Vektorraum-Homomorphismus g fa : My, (K) —
Homg (V, W) durch

Aw pfa

erklart.

I1.2.3 Beispiel: Sei A € My3(R) eine Matrix definiert durch

11 2
A'=(0 1 3)

und B := ((1,0,0)”,(0,1,0)7,(0,0,1)T) die Standardbasis von R3 bzw. C := ((1,0)7, (1,1)7)
eine Basis von R2. Wir bestimmen die lineare Abbildung f := gfc(A) : R? - R? und
betrachten dazu, welche Korperelemente wir fiir die -bis auf Reihenfolge- eindeutige
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Linearkombination der Bilder der Basisvektoren von B benoétigen:

1
1 1 1
1.0+0.1=0:,f0
0
0
1 1 2
10+1-1:1:f1
0
0
1 1 5
2-0+3-1_3_.f(1)

Durch diese drei Gleichungen bzw. den darin enthaltenen Ké&rperelementen ist die
Abbildung f :R? — R? bereits vollstandig beschrieben, denn

U1 1 0 0
floal=flvi-|0O]+ve-|1|+v3-]|0
(%] 0 0 1
1 0 0
=v-flO)+wve-fl1]+ws-f]0O
0 0 1

1 2 5
=1 0 + Vg - 1 + V3 3
U1
_[vi+2v9+5v3) (1 2 5 v
"\ ow+3uy ) \lo 1 3|72

I1.2.4 Satz (Darstellungssatz): Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen den
Vektorrdumen V und W. Sei B = (by,...,b,) eine Basis von V und C := (¢4, ..., ¢,,) eine
Basis von W.

(i) Durch
f(bj) = Z kijci = kljcl + k?QjCl + ...+ k:mjcm, (l{?” € I{7 j € Nn)
=1

wird eine Matrix A = (k;;) € My (K) definiert. Umgekehrt induziert jede Matrix
A = (kij) € My, () bei festen Basen B und C genau eine lineare Abbildung 5 fc,
welche durch

BfA(bj) = Z kijci = 1{31]‘01 + k?ngQ +...+ k:mjcm, (I{ZZ] € K, j € Nn)
i=1

vollstandig bestimmt ist.

(ii) Der Vektorraum Hom g (V, W) ist isomorph zum Vektorraum der Matrizen M,,, (K),
d.h. die Abbildung (ISOJ) ist ein Isomorphismus.
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I1.2.5 Folgerung: Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n € N und sei W ein K-
Vektorraum der Dimension m € N. Dann ist

dim(Homg (V,W)) = mn.

Beweis. Da Homg (V, W) geméf Satz|l1.2.4]isomorph zu M,,,,(K) ist und dim(M,,,(K)) =
mn ist, folgt die Behauptung. O
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III. Der Dualraum

In den Préliminarien haben wir den Vektorraum Hom g (V, W) kennen gelernt, der alle
Vektorraum-Homomorphismen V' — W als Elemente enthilt. Da jeder Korper K auch
als 1-dimensionaler Vektorraum iiber sich selbst interpretiert werden, ist Hom(V, K') ein
Spezialfall des Homomorphismenraumes.

1. Definition und grundlegende Eigenschaften

Satz [I1.1.3[ besagt, dass Homg (V, W) ein Vektorraum ist. Somit ist auch Homg (V, K)

ein K-Vektorraum, den wir mit einem eigenen Namen auszeichnen.

IT1.1.1 Definition: Sei V ein K-Vektorraum, dann nennen wir Hom(V, K') den Dual-
raum von V und notieren diesen mit V*. Die Elemente von V* heilen Linearformen.

Eine Linearform von V ist also eine lineare Abbilung von V nach K, die nicht not-
wendiger Weise endlich-dimensional sein muss. Ist V' von endlicher Dimension n € N,
dann besitzt V* geméfs Folgerung ebenfalls die Dimension n = 1-n. Wéhlen wir
die Basen B = (b,...,b,) und C' = (1) von V und K, dann ist gpM¢ : V* - M, definiert
durch

fr=Mc(f)  (VfeVT)
gemall dem Darstellungssatz [L1.2.4] ein Vektorraum-Isomorphismus und
A pfc(A) (VA e My, (K))

ist zu g Mc(f) invers.

Sei E := (eq1,..., €1, die Standardbasis von M, (K'), dann ist gfo(enr),. .., sfc(en)
eine Basis von V*, da Isomorphismen Basen auf Basen abbilden. Fiir alle ¢ € N,, ist
ch(eh») 1V - K mit

1 fiiri=j
0 fiiri+j

Bfc(ei)(b;) = {
Untersuchen wir die Situation in endlichen Vektorraumen Fg.

I11.1.2 Beispiel:

a) Sei F2 der endliche Vektoraum mit 4 = 22 Elementen iiber dem Korper Fy = {0,1}.
Seien weiter B die Standardbasis von F% und der Skalar 1 die Basis C' von F.
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Eine Linearform f : FZ — Fy ordnet jedem der vier Elemente des Vektorraumes
entweder die 0 oder die 1 zu. Aufgrund der Eigenschaften linearer Abbildungen ist
£(0,0)T =0 und bereits génzlich durch die Bilder der Vektoren aus B bestimmt.

Das ist auch der Grund warum es genau ¢" Funktionale in F} gibt - jedem der n
Basisvektoren von F}} konnen wir genau ¢ Elemente des Grundkoérpers F, zuordnen.
In unserem Fall existieren also exakt 4 = 22 Linearformen, welche in Tabelle
explizit aufgefiihrt sind.

x AW L) filn) A
0 0 1 0 1
(1) 0 0 1 1
1 0 1 1 0

Tab. I11.1.: Linearformen von F3

Angenommen f ist eine Linearform und wir kennen bereits die Bilder f(1,0)” und
f(1,0)T der Basisvektoren, dann gilt

) (6)+ )=o)

D.h. f(1,1)7 ist aufgrund der Linearitdt von f nicht mehr frei wihlbar, sondern
bestimmt sich als die Summe von f(1,0)” und f(0,1)7.

Die Darstellungsmatrizen die in Tabelle [III.1| aufgefiihrten Linearformen ergeben
sich durch das im Darstellungssatz beschriebenen Verfahren.

Alg)=0n A(])=01 = sMe(r)= 0.0
fg é =1']., f2 (1) =0']., ﬂBMc(fl):(l,O)
E (1) =0-1, f3 (1) =1-1, = pMc(f1)=(0,1)
filg) =1t aaly) =1 = et = @)

Dass jede Linearform durch eine 1 x 2-Matrix repréisentiert wird, ist aufgrund
der Dimension von F2 und dem Grundkorper leicht nachzuvollziehen. An diesem
Beispiel ist also die im Darstellungssatz postulierte Isomorphie zwischen
Mi3(Fy) und Homp, (F%,F3) besonders leicht zu erkennen.

12
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b) Sei V' der R-Vektorraum auf dem Intervall [a,b] mit a,b € R und a < b der diffe-
renzierbaren Funktionen. Dann sind

fi:V->R definiert durch g g(z)dx
fi:V->R definiert durch g g'(c)

fiir ein gegebenes c € [a,b] Linearformen auf V', d.h. fi, fo € V*. Siehe dazu Sitze
79.4 und 47.1 in [7].

2. Duale Basen und Vektoren

Seien B := (by,...,b,) eine Basis von V und C := (¢;) := (1) bestehe einzig aus dem
Einselement des Korpers K. Weiter seien E := (Ey,..., E,) die Standardbasis des n-
dimensionalen Vektorraumes M, (K) und

B* = ( by := BfC(E1), sy by = BfC(En) )

ein n-Tupel bestehend aus Linearformen b} = fo(E;) :V - K mit j e N,,. Die Zeilen-
vektoren

1 iei
Ej:(ejl,...,eji,...,ejn) mlt]ENn und Ejiz{ Z j

0 1+
dienen als Darstellungsmatrix, welche die Abbildungen b7 = 5 fc(E;) vollstandig deter-
minieren. Dabei bestimmt der Eintrag e;; des Zeilenvektors E; das Bild der Basis b5 (b;)
fiir alle i € N, so dass dadurch sémtliche Bilder b3 (b1), ..., b;(b,) durch den Zeilenvektor
E; und somit die Linearform b} selbst definiert werden. Da dim(K') =1 ist, kommt fiir
b;(bi) =eji-c1 = e nur e; = 1 oder e;; = 0 in Frage, je nachdem ob i = j oder ¢ # j ist.
Offenbar gilt dann fiir alle 7,j € N,

1 fiiri=j

. (IT1.1)
0 fiiri+y

bi = b;(bl) = 51’]’ = {

d.h. unter der j-ten Linearform b; : V - K werden alle Basisvektoren b; mit ¢ € N,
und ¢ # j auf 0 abgebildet. Nur der Basisvektor b; wird unter 07 auf 1 und damit auf
den gewihlten Basisvektor ¢; = 1 von K abgebildet. Dadurch entsteht eine eineindeutige
Zuordnung zwischen dem Basisvektor b; und der Linearform b7.

IT1.2.1 Satz: Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n € N mit Basis B = (by,...,b,)
und sei V* der Dualraum von V' mit Basis B* := (b7,...,b}). Dann gelten:

(i) B~ ist eine durch ([IL.1)) eindeutig bestimmte Basis des K-Vektorraumes V.

(ii) Istferner f:V — K eine Linearform ungleich der Nullabbildung, dann ist dim(Kern(f)) =
n-1.

13
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Beweis. (i) Wir zeigen, dass B* linear unabhéngig und ein Erzeugendensystem ist.

Dazu betrachten wir zunacsht die Linearkombination

0- (z k- b;)(bi)

[ —
eHomg (V,K)

bestehend aus der Summe und dem Skalarprodukt von Linearformen. Dadurch
ergibt sich eine Abbildung fiir dessen Bild des Basisvektors b; wir uns interessieren.
Aufgrund der Definitionen ([II.1)) und der des Vektorraumes Homy (V, K) folgt

0= (Z/ﬁb:) (bl) = kl b{(vl) + ... +knb;(1}l) = ki,
i=1
d.h. k; muss gleich 0 sein. Da diese Gleichung fiir alle 7 € N,, gilt, folgt die lineare
Unabhéngigkeit der Vektoren aus B*. Nun zeigen wir, dass B* auch ein Erzeugen-
densystem und damit eine Basis von V* ist. Dazu sei f € V* = Homg(V, K). Da
die Bilder einer Basis einer linearn Abbildung diese ginzlich bestimmen, setzen
wir

k= f(b)  (VieN,).

Demnach ldsst sich f als Linearkombination der Basisvektoren durch
f= ki
i=1

darstellen, da auch (X7, k;b})(b;) = k; fiir alle ¢ € N,, ist. Bleibt zu zeigen, dass B*
eindeutig ist. Hierzu nehmen wir an, dass B* = (b%,...,b:) eine weitere Basis ist,
die (IT1.1)) geniigt. Dann gibt es fiir jeden der Basisvektoren 3; mit j € N, eindeutig
bestimmte Skalare kg; € K, s € N, mit

b]*- = Z; ks;by.
Es folgt
5ij :3;(@) = stjbz(bz‘) = Z ksj5si = kij,
s=1 s=1

d.h. die Basisvektoren beider Basen B* und B* besitzen dieselbe eindeutigen Li-
nearkombinationen und sind deshalb identisch.

Da gemék Voraussetzung f nicht die Nullabbildung ist, hat Bild(f) mindestens
die Dimension 1. Da Bild(f) ¢ K und dim(K) = 1, folgt, dass dim(Bild(f)) < 1.
Somit kann Bild( f) nur von Dimension 1 sein, was geméf der Dimensionsformel fiir
lineare Abbildungen ([2], Abschnitt 5.3) gerade die Behauptung dim(Kern(f)) =
n — 1 impliziert.

]
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Der Dualraum

Im unendlich-dimensionalen Fall dim(V') = co kann analog aus einer Basis B, wie im
Beweis (i) des letzten Satzes, eine linear unabhéngige Menge B* konstruiert werden. Al-
lerdings ist B* dann kein Erzeugendensystem, z.B. ldsst sich eine Linearform f:V — K
mit f(b) =1 fiir alle b € B nicht als endliche Linearkombination von Elementen aus B*
darstellen.

IT1.2.2 Folgerung: Seien V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K mit Basis B =
(b1,...,b,) und V* der Dualraum von V' mit Basis B* = (bf,...,b;). Dann sind V und
V* isomorph vermoge des Isomorphismus ¢ : V' — V* definiert durch

i kibi ¢>(i kib;) = i Kby .
=1 i=1 i=1

Den Isomorphismus ¢ haben wir bereits im Beweis (i) des letzten Satzes angewendet.

Dort haben wir nachgewiesen, dass B* eine Basis von V* = V ist, die in besonderer
Weise durch ([I1.1) mit der Basis B verkniipft ist.

IT1.2.3 Definition: Seien V ein K-Vektorraum mit dim(V') = n und V* der dazu duale
K-Vektorraum.

1. Die Basis B* := (b7,...,b;) wird die zu B := (by,...,b,) duale Basis genannt.

2. Der Vektor v* := ¢(v) des Dualraumes V* wird der zu v € V duale Vektor
genannt.

Wenden wir den Isomorphismus ¢ auf einen Basisvektor b; von V' an, so erhalten wir
¢(bj) = ¢(1-b;) =1-b; =b; den zu b; dualen Basisvektor.

I11.2.4 Beispiel: Die Vektoren by := (4,3)7 und by := (3,2)7 bilden eine Basis B des
reellen Vektorraumes R2?, da

4 3
det(3 2)24-2—3-3#0.

Ein beliebiger Vektor (z,y)” € R? kann als Linearkombination

()G )6 2)02)

der Basis B dargestellt werden. Wie in Beispiel [[1.2.3]| sind wir an den fiir die Linear-
kombination notwendigen Korperelementen interessiert, weshalb wir die obige Gleichung
nach (k1,k2)" auflosen und dadurch die Gleichung

()63 G- 2)6)-()

15



Der Dualraum

erhalten. Mit dieser Formel konnen wir z.B. die Korperelemente des Vektors (z,y)7 :=
(1,0)7 bestimmen, so dass diese als Linearkombination der Basisvektoren aus B gerade
den vorgegebenen Vektor (1,0)7 eindeutig bestimmt. Eingesetzt ergibt sich

()= (i) -(3)

d.h. es ist —=2b; + 3by = (1,0)7.

Im Allgemeinen sind &y = (=2x + 3y) und kq = (32 — 4y) die zu den Basen b; bzw. by
zugehorigen Koeffizienten innerhalb einer Linearkombination, so dass sich daraus inner-
halb einer Linearkombination der vorgegebene Vektor (z,y)T ergibt. Formal bedeutet

dies
(1;) ~ (=22 +3y)- (;L) + (32— 4y) (g) .

Geméf Definition [[11.2.3| sind bj,b05 : V - K Linearformen mit b;(b;) = ¢;;. Fiir unser
Beispiel bedeutet dies, dass b](b1) = 1 und b7 (b)) = 0. Beachten wir ferner, dass b} eine
lineare Abbildung ist, so ergibt sich die Funktionengleichung

« [T . 4 3
b (y) =b] ((—2$ +3y) - (3) + 3z —4y) - (2))

= (-2z + 3y) by (g) +(3x —4y) - b} (g)

S——— N——
=1 =0

= (-2x + 3y).
Analog folgt aus b3(b1) = 0, b5(b2) = 1 und der Linearitdt der Abbildung b} die Funkti-

onsgleichung
* x * 4 3
b3 (y) = b ((—Qx +3y) - (3) + 3z -4y) - (2))

= (-2x +3y) - b (;l) + (32 —4y) - b (3)
= (3z - 4y).

Die zu B duale Basis B* besteht demnach aus den beiden Linearformen b3 (z,y)T =
-2z + 3y und b3 (z,y)T =3z —4y.

Sei nun v := Y2, k;b; ein Vektor des R2, dann erhalten wir, vermége des in Folgerung
[11.2.2| erklarten Isomorphismus,

¢(~§) (<20 + 39) by + (30— dy) - b)

= gb((—Z:E +3y) - (g) + (3z - 4y) - (g))

= [(-22 + 3y) - b] + (32 — 4y) - b3]

16
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den zu v dualen Vektor v* € V*. Der Vektor (5,4)7 wird auf die Linearform
v* (g) =2-by-by=2-(-2x+3y)- (3x—4y) =Tz + 10y

abgebildet.

3. Bidualraum

Bereits in Satz [[1.1.3] haben wir festgestellt, dass V* = Homg(V, K) ein Vektorraum
ist. Was wiirde passieren, wenn wir die Konstruktionsprizip eines Dualraumes auf den
Dualraum V* selbst anwenden?

II1.3.1 Definition: Seien V ein K-Vektorraum und V* sein Dualraum, dann nennen
wir Homg (V*, K') den Bidualraum von V' und notieren diesen mit V' **.

Verdeutlichen wir uns die Situation. V' ist ein beliebiger K-Vektorraum, V* ist der
Vektorraum aller Linearformen V' — K und V** ist der K-Vektorraum aller Linearformen
von V* - K, wobei die Elemente von V* selbst Linearformen sind. Jedes Element aus
V** ordnet demnach jeder Linearform von V* ein Kérperelement zu.

IT1.3.2 Satz: Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und v** € V** definiert
durch f~ v**(f):= f(v). Dann ist ¢ : V - V** definiert durch

v P(v) =0
ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
Beweis. Wir miissen zunachst zeigen, dass die Definition von v** sinnvoll ist. Offenbar
gilt Bild(v**) ¢ K, da fiir jedes f € V* = Homg(V, K) das Bild v**(f) = f(v) ein

Korperelement ist. Seien nun f, g € V* und k € K, dann gelten aufgrund der Definitionen
von v** und (f + g) die Gleichungen

v (f+9) = (f+9) (W) = f(v) +g(v) =v™(f) +v™"(g)  und
v (kf) = (kf)(v) = k- f(v) = k-0™"(f).

Damit folgt, dass v** linear ist, weshalb insgesamt v** € V** = Homg (V*, K) gezeigt ist.
Bleibt nachzuweisen, dass ¢ : V' — V** linear und bijektiv ist. Mit den bisher getroffenen
Konventionen und v, w € V gilt

Yw+w)(f) = (+w)™(f) = fv+w) = f(v) + f(w) =0 (f) + 0™ (f) = (v)(f) + L(w)(f)-
Analog ergibt sich

W(kv)(f) = (ko)™ (f) = f(kv) = k- f(v) = k-0 (f) = k- (0)(f)-

Es geniigt zu zeigen, dass ¢ injektiv ist. Sei v eine Vektor aus V ungleich dem Nullvektor,
den wir zu einer vollen Basis ergdnzen. Kéonnen wir nachweisen, dass es eine Linearform
f e V* gibt mit v**(f) = f(v) # 0, dann folgt die Injektivitdt. Wir setzen f(w) :=1 fiir
alle w e V, dann ist v**(f) = f(v) = 1. O

17



Der Dualraum

Wir haben gezeigt, dass V' und V** in besonders natiirlicher Weise isomorph sind, da
jedem Vektor v via ¢ sein eigenes Bild f(v) zugeordnet bekommt. Daher wird oftmals
V = V** gesetzt, d.h. wir identifizieren VV** mit V selbst.
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